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イントロダクション



シュレディンガー方程式
(可逆な時間発展)

熱平衡化(非可逆な現象)

ミクロな観点からは
全く非自明

熱平衡状態が成立

初期状態

等重率の原理
ミクロカノニカル平均

①

② 「こうするとうまくいく」
以上の基礎づけ無し

これらの仮定を量子力学から理解できるか?

謎1

謎2

「マクロ」 vs 「ミクロ」の問題

マクロ ミクロ



手始めに…

孤立した量子系の熱平衡化

• 実験的に実現可能(冷却原子系)
B. Paredes et al., Nature (2004)

• 理想的な状況で熱平衡化が起こるか?
熱浴や環境の果たす役割とは?

熱浴無し、外界との相互作用は厳密に0



レビュー : 固有状態熱化仮説と熱平衡化



固有状態熱化仮説
(Eigenstate Thermalization Hypothesis; ETH)

「全てのエネルギー固有状態は
そのエネルギーにおける熱平衡状態である」

物理量の行列表示O!,# ≔ 𝐸! 𝑂 𝐸# について熱力学極限で

2.(対角ETH)

全ての|𝐸!⟩について,𝑂!,! → Ο($!%) という連続関数に収束

1.(非対角ETH)
全てのペア |𝐸!⟩, |𝐸#⟩について, 𝑂!,# → 0

(𝑖 ≠ 𝑗)

M. Srednicki, PRE (1994) M. Rigol et al., Nature (2008) 

<latexit sha1_base64="/Lk0pfa532j7Lc/Uh6u9jQOT6z4="></latexit>

O

<latexit sha1_base64="7Ftn76rkOUMBqQzkY7wyzzrEksw="></latexit>

E



固有状態熱化仮説
(Eigenstate Thermalization hypothesis; ETH)

物理量の⻑時間平均が
ミクロカノニカル分布と⼀致

物理量の揺らぎの
⻑時間平均が0に漸近

2 (対角ETH)によって

1(非対角ETH)によって

が成立

熱平衡状態
が成立

初期状態

等重率の原理

ミクロカノニカル平均

①

②



準備

初期状態

物理量の期待値

長時間平均

<latexit sha1_base64="zFb5WgpYBAFTzPrt1RtTF4d0/UA="></latexit>

hO(t)i := h�(t)|O |�(t)i =
X

i,j

CiC
⇤
j e

�i(Ei�Ej)t hEj |O |Eii

<latexit sha1_base64="vh6gu3FcVcAhf09Ofrhp5a6zaas="></latexit>

hOi := lim
T!1

1

T

Z T

0
hO(t)i =

X

i

|Ci|2 hEi|O |Eii

<latexit sha1_base64="0n+uBpZFNHP18bsFHwHrFc+heO4="></latexit>

i 6= k, j 6= l非共鳴条件: ならば
<latexit sha1_base64="3RHAkyR+KduIZ/cpb7OoKcE3oq8="></latexit>

Ei � Ej 6= Ek � El

ならば非縮退条件:



非対角ETH 物理量の平均二乗誤差

非対角ETH→物理量の時間に対する揺らぎも0になる

<latexit sha1_base64="ENeg1Gzh++2fHkWZ0qAvJnF3WTc="></latexit>

�
2
O
:= lim

T!1

1

T

Z
T

0
dt[hO(t)i2 �

�
hOi

�2
]

<latexit sha1_base64="jdkT3G6Q9cTcm4Zr4YsgJ+m6COE="></latexit>�
hOi

�2

非対角ETH

<latexit sha1_base64="Qxk8EE/qsa1qlkF0R6blC1FqKGs="></latexit>

hOi =
X

i

|Ci|2Oi,i

<latexit sha1_base64="Up15hq7DgLDA0xvkBzApDTqrf3Q="></latexit>

hO(t)i =
X

i,j

CiC
⇤
j e

�i(Ei�Ej)tOi,j

<latexit sha1_base64="hPC2HPonOOrFsKiNiCSD3sSVof4="></latexit>

max



対角ETH

長時間平均はミクロカノニカルと一致するか?

対角ETH

対角ETH

対角ETH→
(長時間平均)=(ミクロカノニカル平均)

量⼦⼒学

統計⼒学

<latexit sha1_base64="tow1N+onsmm8wg3aNduzdFvBaAE="></latexit>

hEi = h�|H |�i

Shell…エネルギー幅(任意)

<latexit sha1_base64="cvEBZMBqbpfzoUQ2hPv7tEKZ55E="></latexit>

shell = {Ei| | hEi � Ei| < �E}

<latexit sha1_base64="K6Z3dw48Jav7UmBL0QSjHtDL7bE="></latexit>

hO(hEi)imic =
1

N
X

shell

Oi,i = O

⇣ hEi
V

⌘
+O

0
⇣ hEi

V

⌘ 1

N
X

shell

⇣
Ei � hEi

V

⌘
+ · · · ' O

⇣ hEi
V

⌘

<latexit sha1_base64="whDeNP/W8Pzbx2LlIHWKOERDDho="></latexit>

=
X

i

|Ci|2Ei

<latexit sha1_base64="AYn+/ryVf0ZEJvrqOEBYqP0/Prk="></latexit>

hO(t)i =
X

i

|Ci|2Oi,i = O

⇣ hEi
V

⌘
+O

0
⇣ hEi

V

⌘X

i

|Ci|2
⇣
Ei � hEi

V

⌘
+ · · · ' O(

hEi
V

)

Ex)



対象となる演算子

ETHは任意のエルミート演算子に対して成り立つわけではない

Ex) に対して

局所的に作用する演算子(とその和)に対して成立?

Ex) 格子 のみに
作用

0

1

連続でない

M Deutsch 2018 Rep. Prog. Phys.



数値計算による検証



モチベーション

モデルを設定し、仮説を数値計算で検証

M. Rigol et al., Nature (2008)

ETHと熱平衡化の関係→熱力学極限におけるもの

有限サイズのモデル



モデルと物理量

<latexit sha1_base64="7OAd+aBO+djUtorOL7XgIrA2qOs="></latexit>

H =
LX

i=1

⇢
� J(b†i bi+1 +H.c.) + V

�
ni �

1

2

��
ni+1 �

1

2

�

� J
0(b†i bi+2 +H.c.) + V

0�
ni �

1

2

��
ni+2 �

1

2

��

⼀次元ハードコアボゾンモデル

ホッピング 斥⼒と引⼒

…生成消滅演算子
<latexit sha1_base64="GKf/tN4pKOa+l4QN0HEVwvldGGU="></latexit>

bi, b
†
i

波数kを持つ
粒子数

ハードコア条件
<latexit sha1_base64="ZHDP0Ix3Rts07vt6jiigSir43wA="></latexit>

n(k) =
1

L

X

n,m

b†nbme�ik(n�m)

<latexit sha1_base64="/bZq5n9AB5nZn9YY1ccirVN5pe8="></latexit>

(bi)
2 = (b†i )

2 = 0

<latexit sha1_base64="zij4NDwIblKkjAzcpZZHrycWKPo="></latexit>

J = V = J 0 = V 0 = 1

<latexit sha1_base64="8hBkx8+Lu5B0rHmLY2/o2bDLr6c="></latexit>

N

L
=

1

2

<latexit sha1_base64="3/enH+5TuTbUMur3pkUf2VBu5v0="></latexit>ni…数演算子



検証の手順

1.ハミルトニアンの厳密対⾓化
を数値的に取得

2.シュレディンガー⽅程式による物理量の数値解

3.ミクロカノニカル平均と⻑時間平均の⽐較

<latexit sha1_base64="E2zUWuTZT7UoKvqhFcJ5zBDBg6Y="></latexit>

Ei/L, hEi|m |Eji

<latexit sha1_base64="qlCZoQ7gZUBI3/iLI2224fIpPFA="></latexit>

hm(k = 0)it =
X

i,j

CiC
⇤
j e

�i(Ei�Ej)t hEi|m(k = 0) |Eji

<latexit sha1_base64="Z9cr99mHJYKXUj3/BJPrGBY6L/Q="></latexit>

hm(k = 0)imic =
1

N
X

shell

hEi|m(k = 0) |Eii , shell = {Ei 2 (E��E,E +�E)}

<latexit sha1_base64="14W9ZiDeb1+uhN3V8ImVfTIX8wg="></latexit>

n

<latexit sha1_base64="14W9ZiDeb1+uhN3V8ImVfTIX8wg="></latexit>

n
<latexit sha1_base64="14W9ZiDeb1+uhN3V8ImVfTIX8wg="></latexit>

n

<latexit sha1_base64="14W9ZiDeb1+uhN3V8ImVfTIX8wg="></latexit>

n
<latexit sha1_base64="14W9ZiDeb1+uhN3V8ImVfTIX8wg="></latexit>

n



結果…対角ETH

粒子数を増やすに従って
一つの曲線に収斂

→対角ETHが成立

対
角
成
分

<latexit sha1_base64="oP3vuNCaDy7P/jSvltqdxhqb3ms="></latexit>

Ei/L



非対角ETH

非対角成分は0に近い

→非対角ETHが成立

<latexit sha1_base64="LM0D7dmmSUmpXW/cNgJpNjfbOu8="></latexit>

| hEi|n(k = 0) |Eji |

<latexit sha1_base64="G2pmq/bpwj/s9GQ2YXd2+LRlBQ8="></latexit>

L = 12



長時間平均とミクロカノニカル平均との比較

システムサイズが
大きくなると…

ミクロカノニカル
平均

長時間平均

<latexit sha1_base64="qbjM/9ZsrYbS+KyjU8v8al/32G4="></latexit>

�E/L = 0.001

<latexit sha1_base64="bPstTV6MlfbK3bCeWryxoR6tqI0="></latexit>

t/~

<latexit sha1_base64="I0/KogVlWfk3aEPX7bxFYRwwI4g="></latexit> hn
(k

=
0)
i

の固有状態

<latexit sha1_base64="rpGSeSPv7NkQeW1RugHyGQyC9iU="></latexit>

n(k = 0) |nk=0i = 0

初期状態

• ミクロカノニカル平均=長時間平均 (対角ETH)
• 平均とのズレが減少(非対角ETH)
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<latexit sha1_base64="MJtg2yg7BdvFg12XdPXkt/yUFm8="></latexit>

hEi|n(k = 0) |Eii

観測事実…ほとんどの時間で
<latexit sha1_base64="wqAYIklgKefqO6KAbu2CCrrUz7Q="></latexit>

hO(t)i ' hOi ' hOimic ' hEi|O |Eii



まとめと展望



まとめ

• ハードコアボゾンモデル
→対角ETH,非対角ETH 共に成立
M. Rigol et al., Nature (2008) 

システムサイズを大きくすると
- (長時間平均)  (ミクロカノニカル平均)
- 各時刻における平均とのズレ 減少

• 観測事実…ほとんどの時間で
<latexit sha1_base64="+tKCN1Vhl1A7VTrNb53JJoIUcx4="></latexit>

hO(t)i ' hOi ' hOimic ' hEi|O |Eii

<latexit sha1_base64="nG1nplLpLiLTMyWbPmwkcTIkf7U="></latexit>'



展望…わかっていないこと

• 成立するモデル・・・可積分系、非可積分系との関係

• 熱平衡化までの非平衡ダイナミクス

→タイムスケール…どのくらいで熱平衡化するか?

→機構…内部で何が起こっているか?

Naoto Shiraishi and Takashi Mori Phys. Rev. Lett. (2017)



Back Up



やりたいこと

ETHが成立するモデルとしないモデルでダイナミクスにどのよう
な違いがあるのかを知りたい

…初期状態としてエネルギー固有状態をとり、パラメータを変
化させたのちに時間発展をみる(パラメータクエンチ)



パラメータクエンチ

1.初期状態…         エネルギー固有ベクトル

2.パラメータを とし、時間発展を追跡

𝑡 = 0で𝛿!,# その後、 𝑗 ≠ 𝑘でも値を取る



結果



エネルギー準位間隔
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bard/not_divide_k_1.8 _j_1.8 _18 _eigen_int_dist1.dat' using (bin($1,binwidth)):(1)

<latexit sha1_base64="TVyN9Wcs42YeGqkHPKDYEpsPq8w="></latexit>

�E

<latexit sha1_base64="TVyN9Wcs42YeGqkHPKDYEpsPq8w="></latexit>

�E
<latexit sha1_base64="3H3A1LjIPrt713iEokY5ejLlPCU="></latexit>

:= Ei+1 � Ei

<latexit sha1_base64="YSQ0sMX5P6MYGhuOrQzxFgHnS/k="></latexit>

個数
非可積分系…Wigner-Dyson分布

<latexit sha1_base64="zFb5WgpYBAFTzPrt1RtTF4d0/UA="></latexit>

hO(t)i := h�(t)|O |�(t)i =
X

i,j

CiC
⇤
j e

�i(Ei�Ej)t hEj |O |Eii

消える?



エネルギーシェル

エネルギーシェルには

<latexit sha1_base64="pEC+bdURopWLBFO10spl/MfnoCk="></latexit>X

i

(hEi � Ei) ! V �x x > 0

を要求?

<latexit sha1_base64="cvEBZMBqbpfzoUQ2hPv7tEKZ55E="></latexit>

shell = {Ei| | hEi � Ei| < �E}

<latexit sha1_base64="m8imvDGPqo7gEwmIYCd3vVslQi4="></latexit>

shell = {Ei| hEi ��E < Ei < hEi}

<latexit sha1_base64="ZvW+IZY3VvJ2o6FOHM3atfiTwI8="></latexit>

�E = � · V � = O(1)



対角ETHの二次以降

二次以降まで評価するにはハミルトニアンに制限を加える

<latexit sha1_base64="yj6EOT8jUmQ201lfHZIv8rLCbK8="></latexit>

H =
X

i

hi

<latexit sha1_base64="1xm4mgHXSz3pHDcMXcjyWHalovw=">AAADXnichVE7TxtBEJ7zEQIEYocUQaKxYoGIFKy1ZUFAQkIgCCUvAxIH1t2x2Iv3HtldW4LT/QH+QIpUIKWIqPIb0kRKnYIubZSSSGlSZO5BbCuCzOp2Z75vvrnZHcvnTCpCrrWM3veg/+HA4NCj4ZHH2dyT0R3ptYRNq7bHPbF nmZJy5tKqYorTPV9Q07E43bWayxG/26ZCMs/dVqc+PXDMusuOmW0qhGq5j8YR5crMr8wvGPKNUIFhCTMw/AYL1w6Dcmg0qUrCacNidTHVxXe4iOIvDsvhbRHZcmoBe3kSdtIbCETbSW/NHrq7YhfRLQlruQIpktjy/zql1ClAaute7gsYcAQe2NACByi4oNDnYILEtQ8lIOAjdgABYgI9FvMUQhhCbQuzKGaYiDZxr2O0n6IuxlFNGatt/AvHT6AyDxPkK/lAbshnckW+k9931griGlEvp3haiZb6tez52Nav/6ocPBU0Oqp7e1ZwDK/iXhn27sdIdAs70bfP3t5szW9OBJPkkvzA/i/INfmEN3DbP+33G3Tz3T39WNjL3S8WYNzAG8r4dSUkg5yLLZ84s5XUmSv9HeROuViaKVY2KoXFpXSkAzAOz2EK5zYLi7AG61AFW3umLWir2uvMN71fH9GzSWpGSzVPocf0sT83id/t</latexit>

�E :=
q

h�|H2 |�i�
�
h�|H |�i

�2
=

sX

i,j

h�|hihj |�i � h�|hi |�i h�|hj |�i

<latexit sha1_base64="WkDYdOAftYaT3G+vrYltRYjFehs="></latexit>

hi, hj に長距離相関がないとすると
<latexit sha1_base64="bsNsfUmZP2DdN7Wxb1Jmay+E/8c="></latexit>

O(
p

V )



非共鳴条件

<latexit sha1_base64="zFb5WgpYBAFTzPrt1RtTF4d0/UA="></latexit>

hO(t)i := h�(t)|O |�(t)i =
X

i,j

CiC
⇤
j e

�i(Ei�Ej)t hEj |O |Eii

非共鳴条件,非縮退条件は程度問題?

非共鳴条件が強く破れると…例えば数個の波の和になり、振動
熱平衡化しない

<latexit sha1_base64="CsKXiH1SzIBRlctuL7Yf7+m5hus="></latexit>

= Ae�i�1t +Be�i�2t + Ce�i�3t

条件を破るペアが高々数個なら問題なし? 非縮退も同様?


